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1 Objetivos
• Compreender a fundação matemática que sustenta as ferramentas modernas de Front-

End.

• Mapear o pipeline algébrico da compilação: Expressões Regulares → AFND → AFD
→ Minimização.

• Estudar as propriedades de composição de autômatos via o Algoritmo de Construção
de Thompson.

• Entender a eliminação do não-determinismo matemático através da Construção de
Subconjuntos (Subset Construction) e do Epsilon-Fecho.

• Analisar o trade-off crítico de Complexidade de Espaço vs. Tempo na escolha da
arquitetura do Scanner.

2 Introdução: A Ponte Matemática
No capítulo anterior, estudamos que o Analisador Léxico agrupa caracteres brutos uti-
lizando Expressões Regulares (ER). Entendemos o quê o compilador deve ler. A questão
abordada neste capítulo é o como.

Computadores não processam "expressões algebraicas" diretamente de forma eficiente.
Processadores entendem matrizes, transições em memória e loops. Portanto, precisamos
de um mecanismo tradutor algorítmico que pegue a regra humana r = (a|b)∗c e a trans-
forme em um programa executável otimizado. Esse mecanismo é consolidado sobre a teoria
clássica das Linguagens Formais, transformando Expressões Regulares em Autômatos
Finitos (Máquinas de Estados).
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3 Os Autômatos Finitos
Um autômato finito reconhece as cadeias lidas de uma fita de entrada e responde exclu-
sivamente com Sim (a cadeia pertence à linguagem do padrão) ou Não.

Definimos formalmente um Autômato Finito como uma 5-upla: M = (Q, Σ, δ, q0, F ),
onde:

• Q é um conjunto finito de estados.

• Σ é o alfabeto finito de símbolos de entrada.

• δ é a função de transição que dita o comportamento da máquina.

• q0 ∈ Q é o estado inicial (ponto de partida isolado).

• F ⊆ Q é o conjunto de estados finais ou de aceitação.

Os autômatos são categorizados em dois mundos computacionais:

1 AFND (Autômatos Finitos Não-Determinísticos): Permitem ambiguidade. De
um mesmo estado, lendo o mesmo símbolo ’a’, a máquina pode ter múltiplos caminhos
válidos. Além disso, eles permitem a mágica da Transição Vazia (ϵ-transition), que
significa mudar de estado instantaneamente sem ler nada da fita. São fáceis de montar,
mas caros para rodar.

2 AFD (Autômatos Finitos Determinísticos): Restritos e severos. De um estado
Qn, sob a entrada ’a’, existe no máximo um e apenas um caminho a seguir. Não
existem saltos mágicos ϵ. Eles são estupidamente rápidos para a CPU simular, mas são
colossais para armazenar em memória.

O pipeline de geração de um scanner comercial (como Lex, Flex ou JFlex) executa
rigorosamente três saltos algorítmicos invisíveis ao programador:

ER Thompson−−−−−−→ AFND Subset Construction−−−−−−−−−−−→ AFD Hopcroft−−−−−→ AFD Minimizado (1)

4 Fase 1: Construção de Thompson (ER → AFND)
A genialidade do algoritmo de Ken Thompson (inventor do Unix) reside na sua composi-
cionalidade estrutural. Ele garante que podemos construir um Autômato complexo
colando peças de Lego minúsculas, usando transições vazias (ϵ) como cola.

O algoritmo determina regras fixas para desenhar os autômatos das operações básicas:

4.1 Regras Base
1 Caractere Singular (a): Cria-se um estado inicial, uma transição consumindo a letra

’a’, que pousa em um estado final.

2 O Vazio (ϵ): Cria-se o estado inicial, uma transição consumindo ϵ, pousando no estado
final.
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4.2 Regras Indutivas (Operadores)

4.2 Regras Indutivas (Operadores)
Assuma que já calculamos os autômatos menores N(s) e N(t). Como os conectamos?

• Concatenação (s · t): O estado final de N(s) funde-se com o inicial de N(t). A
aceitação passa a ser estritamente o final de N(t). Não se gasta transições extras.

• União (s | t): Cria-se um novo estado inicial global i. De i, disparam-se duas transições
vazias (ϵ): uma para o início de N(s) e outra para o início de N(t). Os finais de N(s) e
N(t) também disparam transições ϵ para um novo estado global de aceitação unificado
f .

• Fecho de Kleene (s∗): Cria-se um novo estado inicial i e um final global f . O
inicial i atira um ϵ para dentro de N(s) (para entrar no loop) e um ϵ direto para o
final f (garantindo o zero repetições do asterisco). O final antigo de N(s) atira um ϵ
retornando ao seu próprio início (fechando o loop da repetição) e um ϵ apontando para
a saída final global f .

O resultado de Thompson é um AFND com propriedades matemáticas confortáveis:
Ele possui exatamente um estado inicial e apenas um de aceitação; e cada estado tem
no máximo duas saídas ϵ. Contudo, por possuir saltos cegos e duplos, programar um
switch/case no C++ para rodar um AFND resultaria em dezenas de ponteiros ativos
simultaneamente tentando rastrear "todos os caminhos paralelos".

5 Fase 2: Construção de Subconjuntos (AFND →
AFD)

Para rodar em alta performance, compiladores exigem determinismo. Queremos montar
um simulador rápido que não "tente advinhar" caminhos. A Construção de Subcon-
juntos faz exatamente isso: ela elimina o não-determinismo agrupando estados do AFND
numa abstração.

Se, ao ler um caractere, a máquina velha poderia estar nos estados {3, 4, 7}, a máquina
nova considerará esse conjunto inteiro de estados velhos como sendo 1 único
estado novo.

5.1 O Operador ϵ-Closure (Fecho-Epsilon)
O coração matemático do algoritmo é a função EpsilonClosure(s), que responde à per-
gunta: "Estando no estado s, até onde eu consigo viajar no grafo de graça, sem consumir
nenhum caractere da fita, apenas pegando carona nas transições ϵ?"

Passo a Passo do Algoritmo Principal:

1 Cria-se o estado inicial do novo AFD D0. Ele equivale ao ϵ-Closure(q0) (todos os estados
alcançáveis do início apenas por vazios).

2 Colocamos D0 em uma fila de estados "não marcados".

3 Enquanto a fila não estiver vazia, pegue um subconjunto T :
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4 Para cada símbolo de entrada válido c no alfabeto Σ:

• Calcule U = ϵ-Closure(Move(T, c)). (Onde Move são todos os estados antigos al-
cançáveis partindo de alguém em T e comendo fisicamente a letra c).

• O conjunto U gerado será um novo estado do AFD.
• Adicione a transição: δnovo(T, c) = U .
• Se o conjunto U tiver engolido algum estado final do AFND velho, U é promovido a

estado de aceitação.
• Se U nunca foi visto antes, jogue-o na fila de não marcados.

Essa rotina purifica o autômato. No final, teremos matrizes rígidas perfeitas, onde
cada letra empurra o ponteiro de execução para apenas 1 casa.

6 Fase 3: O Algoritmo de Hopcroft (Minimização)
A construção de subconjuntos muitas vezes cria autômatos obesos. Pode gerar três estados
A, B e C diferentes que, funcionalmente, fazem a mesma coisa de forma redundante e
apontam para os mesmos destinos sob as mesmas condições.

O custo de memória (Memory Footprint) do autômato é vital. Reduzir de 5.000 estados
para 500 estados significa caber a tabela de transições inteira dentro da Memória Cache
L1 do processador do usuário, impulsionando a velocidade de compilação absurdamente.

A Minimização parte de uma abordagem de classes de equivalência matemática:

1 Divide-se brutalmente os estados em duas grandes "panelas" iniciais: Os que são de
Aceitação e os Não-Aceitação.

2 Pega-se um símbolo c do alfabeto. Se no grupo de Aceitação, alguns estados ao lerem
c pulam para dentro do grupo, mas outros estados pulam para fora, nós "rachamos" a
panela em dois novos subgrupos isolados.

3 O processo iterativo de rachar partições baseado em destino divergente é repetido ex-
austivamente.

4 O algoritmo cessa e finaliza apenas quando nenhum subgrupo existente puder mais ser
quebrado (Ponto Fixo). Todos os estados que sobreviveram na mesma partição são
declarados matematicamente idênticos e fundidos em um único nó final.

7 A Implementação Física: Arquitetura de Tabelas
Com um AFD perfeito e minimizado na memória RAM, a fase de geração de código (como
Lex/JFlex) cria o laço de processamento em C ou Java. A arquitetura comercial padrão
é o Scanner Dirigido por Tabela (Table-Driven).

O gerador converte o AFD em uma imensa Matriz Bidimensional de inteiros, chamada
Tabela de Transição T [estado, caractere]. O código em hardware puro que lê o seu fonte
em C++ fica estruturado em um loop microscópico em Java de 4 linhas:
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7.1 Trade-offs Arquiteturais (Complexidade Espacial vs Temporal)

estado_atual = ESTADO_INICIAL;
while (c = ler_caractere_da_fita()) {

estado_atual = T[estado_atual][c];
if (estado_atual == ERRO_MORTO)

acionar_recuperacao();
if (estado_atual_eh_de_aceitacao(estado_atual))

anotar_lexema_valido();
}

7.1 Trade-offs Arquiteturais (Complexidade Espacial vs Tem-
poral)

O projetista do compilador enfrenta escolhas extremas envolvendo a matemática algorít-
mica:

• Caminho AFND Direto: Se pularmos a Construção de Subconjuntos, montar o
autômato leva tempo O(|r|) rápido de processamento, e ocupa memória exígua O(|r|).
Mas na hora do scanner atuar na leitura de arquivos, como precisa simular conjuntos
inteiros de estados a cada caractere c engolido, ele rodará em dolorosos O(|r| × |x|),
onde x é o tamanho do arquivo fonte (Lento para o usuário).

• Caminho AFD Minimizado: O compilador da máquina sacrifica processamento e
memória prévia. A conversão Subset Construction é NP-Hard e, no pior caso cataclís-
mico matemático, pode gerar O(2|r|) estados, explodindo a RAM da máquina durante
a compilação cruzada. Todavia, superado o gargalo, ao processar o arquivo fonte na
etapa Tabela, a velocidade é de relâmpago O(|x|), varrendo milhões de linhas em milis-
segundos sem qualquer sobrecarga de cálculo.

É essa balança matemática rígida da teoria da computação que molda o alicerce ab-
soluto de todos os componentes linguísticos e tradutores que movimentam a civilização
digital no século 21.
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